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Introduction générale

La théorie des graphes a connu un grand essor scientifique durant les
dernieres décennies, elle suscite un grand intérét car elle a de nombreuses
applications dans des domaines variés tels que les télécommunications, la
logistique ou la confection d’horaires. Beaucoups de problemes sont diffi-
ciles a résoudre dans des graphes généraux, mais faciles dans des graphes
particuliers. Quand on a affaire a un graphe, il est donc important de savoir
a quelle classe de graphes il appartient cela peut simplifier beaucoup de
choses.

Un probleme fondamental en sciences sociales et de gestion est de
comprendre et prédire les décisions prises par des individus, des groupes
différents, ou de la société dans son ensemble. Dans ce contexte, un concept
important est la notion d’indifférence. Nous caractérisons la classe des
graphes d’indifférence comme celle des graphes qui surgissent dans le proces-
sus de quantification des relations d’indifférence; en particulier, nous mon-
trons que ces graphes sont caractérisés par I'existence d’un ordre spécial de
leurs sommets. Cet ordre conduit naturellement a des algorithmes gloutons
optimaux pour un certain nombre de problemes informatiques, y compris
la coloration, la recherche d’un plus court chemin entre deux sommets, le
calcul d’un couplage maximum, le centre et le chemin hamiltonien.

Le présent travail est réparti en quatre chapitres précédés d’'une intro-
duction générale:
» Le premier est dédié aux notions de bases utilisées dans ce mémoire
sous forme de définitions et préliminaires,



» Le deuxiéme, Graphes d’intervalles: on a décrit la classe des graphes
triangulés ainsi que leurs propriétés relatives et les théoréemes obtenus
apres 1’étude de cette classe, et les graphes d’intervalles propres qui est
une classe importante des graphes d’intervalles.

» Au troisieme chapitre, on rentre dans l’essentiel du travail; soit
les Algorithmes Gloutons pour les graphes d’indifférence, dont on
a déterminé les algorithmes de reconnaissance (calcul-ordre, Test-
Indifférence) et les algorithmes de calcul de quelques invariants dans
cette classe de graphes (Coloration, Recherche-Distance, Chemin-
Hamiltonien, Couplage-Maximum)

» Le quatriéme chapitre, est réservé aux exemples d’application (Qui a
tué le Duc Densmore, Probleme d’affectation des employés).

Dans ce travail, tous les graphes sont finis, sans boucle ni arétes multiples.
En plus la terminologie est celle utilisée dans Golumbic [25]. Nous utilisons
quelques nouveaux termes que nous allons définir.
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Chapitre 1

Définitions et préliminaires

Dans ce chapitre on va introduire quelques notions de base sur la théorie
des graphes indispensables et nécessaires a la compréhension de ce mémoire.

D’une fagon intuitive, un graphe est un schéma constitué par un ensemble
(supposé ici fini) de points {z1,x9,...,2,}, et par un ensemble de fleches
reliant chacune deux de ceux-ci, et dénotées 1,2,... m. Les points sont
appelés les sommets du graphe et les fleches les arcs du graphe. Si en outre,
le nombre d’arcs qui va d’'un sommet z; a un sommet z; ne peut jamais
excéder un entier p, on dira qu’on a un p-graphe.

L’ensemble des sommets du graphe G se désigne généralement par X,
I’ensemble des arcs étant lui-méme désigné par U.

Le graphe est donc complement déterminé par ses sommets et par la
famille constituée par les différentes formes de ses arcs.

D’une fagon plus formalisée, un graphe G = (X,U) est le couple constitué
de:

1. Un ensemble X = {x1,29,....,2,}.

2. Une famille U = {uq,us, ..., u,} d’élément du produit cartésien
X x X={(zy) /veX ye X}

Le nombre de sommets du graphe G est appelé ['ordre de G
On dit que y est un successeur de x s’il existe un arc ayant son extrémité
initiale en x et son extrémité terminale en y. L’ensemble des successeurs de
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T se note

Lg(x)

De méme, on dit que y est un prédécesseur de x s’il existe un arc de la forme
(y,z). L’ensemble des prédécesseurs de x se note

Io()
L’ensemble des sommets voisins de 2 se note

La(z) =Ti(x) UT5(x).

Matrice d’adjacence

- Deux sommets = et y sont adjacents s’il existe u € U / u = (x,y)
ou u = (y,z).

FiG. 1.1 — Sommets adjacents

- Deux arétes sont adjacentes en x si elles ont x comme extrémité commune.

I(u) = x,
- Un arc est incident au sommet x si x est extrémité de wu. ou
T(u) =x

- M = (mij);—17, j—1n la matrice d’adjacence associée a G/
“_{1 si, u = (z;x;) €U

0 sinon,
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Fi1c. 1.2 — Arétes incidentes

Matrice d’incidence
A = (aij)i—tmj=1m /

+1 s,  x; = 1(uy);
CLZ'j = —1 xTr;, = T(Uj);
0 swnon,

A est la matrice d’incidence associée a (G

Multiplicité d’une paire x,y:

Nombre d’arcs de G ayant x comme extrémité initiale et y comme
extrémité terminale. On note ce nombre mg(z,y), et l'on pose mg(z,y) =
me(y.2)

mg(:v,y) - mg(xuy) + m(_;(x,y)

Si m¢(x,y) = mg(x,y), le graphe G est dit symétrique.

Arcs incidents a un sommet

Si un sommet z est 'extrémité initiale d’un arc u, on dit que 'arc u est
incident a = vers ’extérieur. Dans un graphe G, le nombre d’arcs incidents
a x vers 'extérieur se note dg(x), et s’appelle le demi-degré extérieur de x.

On définit de méme un arc incident a x vers 'intérieur et le demi-degré
intérieur d ().
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Degré:

da(z) = d5(z) + dg(x): Nombre d’arcs ayant une extrémité en .

Graphe complet
Un graphe G orienté oest dit complet si
mG(xuy) - mg(x7y) + ma(fC,y) Z 17

pour tout x,y € X, avec x # y.
Un graphe complet simple de n sommets se dénote par K, et s’appelle une
n — clique.

Graphe biparti

Un graphe est biparti si I’ensemble de ses sommets peut étre partitionné
en deux classes X; et Xy de sorte que deux sommets de la méme classe ne
soient jamais adjacents. Il se note G = (X1,X»,U).

F1G. 1.3 — Un graphe biparti complet K3 3

Chaine de longueur ¢ > 0:

Séquence p = (uq,us,...,u,) d’arcs de G telle que chaque arc de la séquence
ait une extrémité en commun avec l’arc suivant.

le nombre d’arcs de la séquence est la longueur de la chaine p. Une chaine
qui n’utilise pas deux fois le méme arc est dite simple.
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Chemin de longueur ¢ > 0:

Chaine u = (uqy.uo,...,u;,...,u,), d'un type particulier, ou pour tout arc u;
1,W2yeeylhgyeeeyllg )y ) )

(avec i < q) lextrémité terminale de u; coincide avec 'extrémité initiale de

Wit1-

Crcuit

Un circuit est un chemin dont les extrémités ce coincident.

Graphe connexe

C’est un graphe tel que pour toute paire x,y de deux sommets distincts,
il existe une chaine plz,y] reliant ces deux points.

Complémentaire de G = (X,F)

Le complémentaire de G est le graphe G = (X,E) ot E = {(z,y) | 2,y €
X, |y & E}.

Graphe induit

Le sous graphe induit de G par X' C X et le graphe G' = (X', F'),
oun B'={(zy) |z e X'ye X' et zy € E}.

Chemin et circuit hamiltonien

Dans un graphe G = (X,U), on dit qu'un chemin pu = [z1,%2, ... ,z,] est
hamiltonien s’il passe une fois et une seule par chaque sommet du graphe;
de méme, on dit qu'un circuit g = [x1,x9,...,21] est hamiltonien s’il passe
une fois et une seule par chaque sommet du graphe.

Dans un graphe simple G = (X,F), on définit de méme une chaine
hamiltonienne ou un cycle hamiltonien.

Arbre

Un arbre est par définition un graphe connexe sans cycles; équivalent a
un graphe connexe a n sommets et n — 1 arétes.
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Stable

Un ensemble indépendant ou stable est un sous-ensemble de sommets
deux-a-deux non adjacents et la stabilité a(G) d’un graphe G dénote la
taille d’un stable maximum dans G.

()-coloration

Une g¢-coloration du graphe G correspond a une partition de G en ¢
stables. x(G) (respect. k(G)) dénote le cardinal d’une coloration minimum
(resp. d'une partition minimum en cliques) de G. Le nombre k(G) est appelé
nombre chromatique de G.

Il est facile de vérifier que w(G) < x(G) et a(G) < k(G), de méme que
w(G) = a(Q) et x(G) = k(G). Par analogie, le cardinal d'une coloration
minimum de G tel que chaque couleur apparaisse au plus k fois sera noté

X(G,k).

Couplage

Un couplage dans un graphe est un sous-ensemble d’arétes tel que deux
aretes ne soient pas incidentes au meme sommet. Un couplage maximum
(resp. couplage parfait) est un couplage dont le cardinal est le plus grand
possible (resp. est égal a n/2). Clairement, un couplage maximum corres-
pond a une partition minimum en cliques de taille au plus deux ou encore
a une partition en stables de taille au plus deux dans le complémentaire.

Enfin, une coloration des arétes d’un graphe consiste en le marquage de
chacune de ses arétes par une couleur tel que deux arétes incidentes a un
méme sommet aient des couleurs différentes.
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b

\

o {ad, be, cf} estun couplage parfait

FiGc. 1.4 — Un couplage parfait

Graphe de comparabilité:

Un graphe est dit de comparabilité si ses arétes peuvent étre transitive-
ment orientées. Une orientation transitive des arétes satisfait la condition
suivante : s’il existe un arc allant du sommet x vers le sommet y et un arc
allant du sommet y vers le sommet z, alors il existe aussi un arc allant de x
vers z. Autrement dit, un graphe de comparabilité est le graphe d’un ordre
partiel.

Algourithme glouton

Un algorithme glouton est un algorithme qui suit le principe de faire,
étape par étape, un choix optimum local, dans I’espoir d’obtenir un résultat
optimum global.
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Chapitre 2

Graphes d’intervalles

Un des exemples des graphes d’intersection est le graphe d’intervalles.
Il y a beaucoup d’applications; parmi elles, établissement d’un programme,
sériation en archéologie, comportement psychologique, planification, diag-
nostic médical et raisonnement temporel en intelligence artificielle, concep-
tion des circuits, et plus récemment, le projet humain de génome - voir ( [25],
[26], [49], [24], [37]), la ou les graphes d’intervalles (avec des contraintes
latérales possibles) se produisent. Une bonne source pour la théorie des
graphes d’intervalles et les ordres d’intervalles est le livre de Fishburn [19].

2.1 Graphes triangulés et graphes d’intervalles

I1 est difficile de savoir a quelle époque remonte la définition des graphes
triangulés; ces graphes apparaissent deja en 1958 dans les travaux de Hajos.

Définition 1.
Un graphe est dit triangulé si tout cycle ayant plus de trois sommets possede
une corde.
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Fic. 2.1 — Corde

Dans la littérature anglo-saxonne, on trouve les dénominations de
triangulated graphs, chordal graphs ou encore rigid circuit graphs. On
voit facilement que cette classe de graphes est héréditaire: tout sous-graphe
induit d’un graphe triangulé est également triangulé. Cette classe de
graphes a été intensément étudiée dans la littérature et connait un grand
nombre de caractérisations équivalentes. La breve présentation qui suit est
basée notamment sur le livre de Golumbic [25] et un article de Blair et
Peyton [3].

Les graphes d’intervalles sont des outils inestimables quand ils modelisent
des situations vécues. Ils trouvent des applications en archéologie, biologie,
psychologie, sociologie, gestion, génétique, et beaucoup d’autres, voir ( [25]
et [54]), ou beaucoup d’applications précitées sont résumées.

Un graphe G = (X,U) est appelé graphe d’intervalles s’il existe une
famille {/;}(1 < i < n) d’intervalles sur la droite réelle, tels que deux
sommets distincts x,y sont adjacents si, et seulement si, les intervalles cor-
respondants se chevauchent. Une telle famille {/;}(1 < i < n) d’intervalles
est généralement connue sous le nom de représentation d’intervalles de G.

Les graphes d’intervalles ont été étudiés intensément du point de vue
théorique et algorithmique (voir [40], [23], [7], [43]).
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On considere une famille F' d’ensembles non vides. On lui associe le
graphe d’intersection Gy de F' obtenu comme suit: chaque ensemble de
F' est représenté par exactement un sommet de Gp et deux sommets de
Gr sont adjacents si et seulement si les ensembles correspondants de F'
s'intersectent. On dira que la famille F' est un modele d’intersection de
Gr. Quand la famille F' est formée d’ensemble particuliers, on obtient
des classes de graphes intéressantes. Les graphes d’intervalles sont les
graphes d’intersection des intervalles d’un ordre total (de la droite réelle,
par exemple). Les graphes d’intervalles propres sont les graphes ayant
un modele d’intervalles tel qu’aucun de ces intervalles ne soit strictement
contenu dans un autre.

Les graphes triangulés sont obtenus par intersections des cordes d’un
cercle. Lorsque la famille F' est formée d’arcs de cercle, on obtient les
graphes d’intervalles circulaires.

Fi1G. 2.2 — Graphe d’intervalles circulaires

Sommet simplicial

Un sommet et dit simplicial si ses voisins (c.a.d) les sommets auquels il
est relié par une aréte sont tous reliés entre eux par une aréte.
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Schéma d’élimination parfait

Un schéma d’élimination parfait dans un graphe a n sommets est un
ordre x1 , ..., x, des sommets tel que z; est simplicial dans le graphe qui
ne contient que les sommets =i, ..., T,.

En d’autres termes, si x1, ..., x, est un schéma d’élimination parfait, alors
tous les voisins de x; sont reliés entre eux.

Aussi, si on supprime le sommet x7 du graphe, alors tous les voisins de
sont reliés entre eux et ainsi de suite, c.a.d que si on supprime les sommets
x1, . . ., x;—1 du graphe, alors tous les voisins de x5 sont reliés entre eux, et
ainsi de suite.

Propriété 1. [21]
Un graphe est d’intervalles si, et seulement si, il possede un schéma
d’élimination parfait.

Il est tres facile de déterminer un schéma d’élimination parfait dans
un graphe d’intervalles, il suffit de choisir un sommet simplicial et de le
nommer xp, on supprime alors ce sommet du graphe et on cherche un
sommet simplicial dans le graphe résiduel qu’on nomme =z, on poursuit
ainsi jusqu’a ce que le graphe résiduel soit vide.

Propriété 2. [21]
Un graphe d’intervalles est le graphe complémentaire d’un graphe de com-
parabilité.

Fi1G. 2.3 — Graphe d’intervalles
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Théoréme 1. [21]

Un graphe est d’intervalles si est seulement si G est de comparabilité et G
ne contient aucun Cy comme sous-graphe induit. ( Un Cy est un cycle de
longueur 4 sans corde).

Fi1G. 2.4 — Cycle de longueur 4 (Cy)

Les sous-classes suivantes des graphes d’intervalles sont également
intéressantes.

2.2 Graphes d’intervalles propres et graphes d’inter-
valles unitaires

Les graphes d’intervalles propres (et les graphes d’intervalles unitaires)
ont été introduits par Roberts [53], [52] pour modéliser I'indiférence en
théorie du choix social et en psychologie.

Un graphe est un graphe d’intervalles propres s’il admet une
représentation par intervalles dans laquelle aucun intervalle ne contient
proprement un autre (voir la figure 2.5) ; une telle représentation est appelée
représentation par intervalles propres. De la méme maniere, un graphe est
un graphe d’intervalles unitaires s’il admet une représentation dans laquelle
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tous les intervalles sont de méme taille, une telle représentation est appelée
représentation par intervalles unitaires.

Fic. 2.5 — Un graphe d’intervalles propres et sa représentation.

En 1969, Roberts [52] (voir aussi [25], p. 187-188]) démontrait que la
classe des graphes d’intervalles propres et la classe des graphes d’intervalles
unitaires coincident.

Théoréeme 2. (Roberts [52])
G est un graphe d’intervalles propres si et seulement st G est un graphe
d’intervalles unitaires.

Il établissait notamment que les graphes d’intervalles sans K3 sont des
graphes d’intervalles unitaires en utilisant la caractérisation de Scott et
Suppes des semi-ordres [57]; les semi-ordres (de I'anglais semiorders) sont
des ordres partiels utilisés en théorie du choix social pour modéliser la
préférence [4] (voir aussi ( [53], p. 534-540] et [ [25], p. 185-186]). Les im-
plications triviales ”=> unitaires = propres = sans K 3" pour les graphes
d’intervalles lui permettaient alors d’obtenir le résultat. Récemment, Bogart
et West [5] ont proposé une preuve constructive du résultat, dans laquelle
les intervalles propres sont graduellement convertis en intervalles unitaires
par des séquences de dilatations, contractions et translations.

Pour un sommet = du graphe G, d(x) représente le nombre de sommets
adjacents a x. Un graphe avec les sommets a,b,c,d et arétes ab,ac,ad, est
appelé une griffe qui est aussi un K 3.
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F1G. 2.6 — Griffe ou K 3

Définition 2.
G est un graphe d’intervalles propres si G est un graphe d’intervalles ot
deux intervalles I, I, € I ne contiennent pas completement les autres.

Définition 3.
G est un graphe d’intervalles unitaire si G est un graphe dintervalles ou
les intervalles sont de longueur 1.

D’autres caractérisations des graphes d’intervalles propres sont données
dans (les théoremes 7.1.10 et 7.2.9 de [10]).

Remarque 1.

Etant donné un graphe d’intervalles, une représentation par intervalles ou-
verts (ou par intervalles fermés) ordonnée selon <, ou <q peut donc étre
calculée en temps et espace linéaire.

Les graphes d’intervalles étant triangulés, les problemes de la clique
maximum, de la coloration minimum, du stable maximum et de la partition
minimum en cliques peuvent étre résolus en temps et espace linéaires. Tou-
tefois, Gupta et al. [281b 29] proposent des algorithmes en temps O(nlogn)
pour resoudre ces problemes, étant donnée en entrée une représentation
par intervalles.

On peut résumé les différents développemnts de la reconnaissance des
graphes d’intervalles dans le taballeau suivant:
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Auteurs, Références Compléxité | Commentaires
Lekkerkerker, Boland [40] O(n?) sommets simpliciaux et triplets astéroides

Fulkerson, Gross [20] O(n?) 1-consécutifs pour matrice des cliques max

Booth, Lueker [6] [7] O(n + m) | utilisation de PQ-trees

Korte, Mohring [38], [39] O(n + m) | utilisation de MPQ-trees et LexBFS

Ramalingam, Pandu Rangan [50] O(n?) algo séquentiel et parallele

Hsu, Ma [33], [35] O(n + m) | utilisation de décomposition modulaire et LexBFS
Simon [58] O(n + m) | 4 LexBFS successifs, contrexemple trouvé par Ma
Hsu [34] O(n + m) | variante de [33] pour la déc. modulaire

Corneil, Olariu, Stewart [15] O(n + m) | 4 LexBFS successifs

Habib, Paul, McConnell, Viennot [31] | O(n + m) | LexBFS et affinage de partition sur les cliques max.

Historique de la reconnaissance des graphes d’intervalles

Pour plus de détails sur les graphes d’intervalles et leurs applications,

nous renvoyons le lecteur a(

53], p. 113-140),

54], ( [25], p. 171-202)

et [19]. Pour d’autres caractérisations concernant les graphes d’intervalles
propres ou unitaires, le lecteur est renvoyé aux travaux de Wegner [60] et
Roberts [51] sur le sujet (voir aussi [25], p. 195).
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Chapitre 3

Algorithmes gloutons optimaux des
graphes d’indifférence

Introduction

En essayant de comprendre et prédire des phénomenes sociaux, on
est confronté au probleme de quantification des entités qui ne sont pas
faciles a mesurer comme variables physiques célébres, telles que distance
ou densité qui se produisent dans la vie ordinaire. Il a été reconnu que
le processus d’analyse des décisions fait par plusieurs individus, groupes,
ou par la société entiere, exige la capacité de raisonner au sujet de telles
choses comme préférence, accord, et indifférence. Dans le processus de
prise de décision, par exemple, les administrateurs doivent prendre en
considération, les comptes-rendus et points de vue exprimés par des
groupes sociaux différents ou organisations. De méme, dans le marketing on
est intéressé par la compréhension des configurations du comportement des
consommateurs potentiels, comme exprimé par des attitudes d’indifférence
envers les produits comparables sur le marché.

Dans ce chapitre, nous proposons d’enquéter sur la classe des graphes
d’indifférence qui modelisent la notion d’indifférence qui survient en
sciences humaines et gestion.

Spécifiquement, un graphe G = (X,F) est un graphe d’indifférence [55]
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s’il existe un nombre positif § (mesurant le ”rapprochement” ou
" indifférence”) et une suite de nombres f(x) des éléments de X tels
que pour tout x, y € X, xy est une aréte de G et que | f(x) — f(y) |< 9.
(Pour étre conformes a [54], nous ignorons les boucles dans les graphes
d’indifférence, qui sont des arétes de la forme xx avec z € X.) Comme il
est dit dans [54], les graphes d’indifférence sont une sous-classe de classes
bien connues que nous discutons ensuite.

Le but de ce travail est I’étude des propriétés algorithmiques des graphes
d’indifférence. Nous présentons en premier une nouvelle caractérisation de
graphes d’indifférences quant a un ordre linéaire sur leurs ensembles de
sommets et montrons que ce nouvel ordre linéaire nous offre des algorithmes
gloutons optimaux pour résoudre des problemes tels que la coloration,
trouver un chemin le plus court entre deux sommets, un couplage maximal,
et un chemin hamiltonien.

Les graphes d’intervalles sont utilisés pour modéliser les problemes
d’allocation de ressources en Recherche Opérationnelle. Chaque intervalle
représente 1’allocation d’une ressource pendant un certain temps, la re-
cherche du stable maximum du graphe correspond a la meilleure allocation
de ressources pouvant étre réalisée sans conflit.

La recherche d’un ensemble d’intervalles qui représente un graphe d’in-

tervalles peut aussi étre une maniere d’assembler des séquences contigiies
d’ADN.

Soit G = (X,F) un graphe intervalles et soit {I, = [a,,b;]} un intervalle
représentatif de G, ici, a, et b, (a, < b,) sont les extémités gauche et
droite, respectivement, de l'intervalle I,. G et appelé un graphe d’inter-
valles unitaires si les intervalles représentatifs ont une longueur d’'unité.
La famille {/,},ex est une représentation d’intervalles propres si aucun
intervalle n’est contenu dans 'autre. Clairement, les graphes d’intervalles
unitaires sont des graphes d’intervalles propres. Roberts [54] a prouvé
les résultats fondamentaux suivants: Les graphes d’intervalles unitaires,
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graphes d’intervalles propres, et graphes d’indifférence sont synonymes.

Proposition 1. (Roberts [54])
Pour un graphe G les assertions suivantes sont équivalentes:

1. G est un graphe d’intervalles unitaires;
2. G est un graphe d’intervalles propres;
3. G est un graphe d’intervalles sans griffe induite;

4. G est un graphe d’indifférence.

Proposition 2. (Olariu [47])

Le graphe G = (X,E) est un graphe d’intervalles si est, seulement si, il
existe un ordre linéaire < dans X tel que pour chaque choix de sommets
.2 avec T <y < z,xz € F implique xy,yz € E.

Pour un graphe d’intervalles GG, ’ordre

T <Ty- < Tp. (3.1)

de ses sommets avec la propriété spécifiée dans la proposition 2 sera
considéré comme cannonique.

Théoreme 3.
Un graphe G = (X,E) est un graphe d’indifférence si, est seulement si,
il existe un ordre linéaire < dans X tel que pour n’importe quel choix de
sommets T.,y,z,

r< y< z, et xz € E implique zy, yz € E. (3.2)
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Fic. 3.1 — Graphe dindifférence

Preuve.

Premierement, soit < un ordre linéaire dans X avec les propriétés
spécifiées en (3.2), en particulier, < satisfait la condition specifiée en
proposition 2, et ainsi G est un graphe d’intervalles.

D’apres la proposition 1, pour prouver que G est un graphe d’indifférence
on a besoin de montrer que G ne contient pas de griffe induite. Pour cela,
on suppose que G contient une griffe induite avec les sommets a,b,c,d, et
arétes ab,ac,ad. On montre que cette supposition conduit a une contradic-
tion.

Pour commencer, notons qu’un sommet a ne doit pas précéder b,c,d par
rapport a <<; autrement dit, (3.2) impliquerait que b,c,d sont deuzr o deux
adjacents: contradiction.

De la méme facon, un sommet a ne peut pas suivre b,c,d dans [’ordre
linéaire; autrement dit, soit z le sommet parmi b,c,d qui vient en premier
dans l'ordre <. De za € E, il s’ensuit que z est adjacent auzr deur restants,
contradiction avec le fait que {a,b,c,d} induit une griffe.

La symétrie de la griffe nous permet de supposer sans perte de généralité
que b précéde a,c,d et que d suit a,b,c dans <. Mais maintenant, ['ordre
b < c<a implique bc € E; de la méme facon, l'ordre a < ¢ < d implique
cd € E. Chaqu’un conduit a une contradiction.

Inversement, soit G un graphe d’indifférence, en particulier, G est un
graphe d’intervalles. Pour chaque sommet x de G, on pose I, = [a;,b,]
représentant ['intervalle correspondant. On definit 'ordre linéaire < dans
X en mettant
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r < y chaque fois que (ay, < ay) ou[(a; = ay) et (by < by)]. (3.3)

Soit x,y,2 des sommets quelconques dans G satisfaisant v <y < z et
on suppose que xz € FE, lordre sur x,y,z avec I, et I, chevauchent, la
supposition x < y < z avec (3.3), implique

a; < ay < a,.

Dans le cas a, = a,, la contradiction et immédiate. Par conséquent, on
devra supposer que:

Ay < a,.

Du fait que I, et I, chevauchent , alors

a, < by

Mais maintenant, a, < a, garantit a, < b,, et donc vy € E.

Ensuite, puisque I, ne peut pas contenir I, a, < a, garantit que b, < b,,.
Il s’ensuit que a, < b, implique yz € E. Ceci termine la preuve du théoreme
3.

Le théoreme 3 implique les résultats suivants:

Corollaire 1. Soit G = (X,E) un graphe d’indifférence et soit < un ordre
linéaire sur l’ensemble des sommets de G satisfaisant (3.2). Pour chaque
choiz des indices i,j avec (1 < i < j < n) et z;x; € E, les sommets
Ti\Tit1,...,T; sont deur a deuzr adjacents.
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Preuve.

Pour voir ceci, soit x, et x, des sommets quelconques avec @ < p < g < j.
Le fait que x; et x; sont adjacents, et satisfont (3.2), implique que x, et x;
sont adjacents, et ainsi, de (3.2), x, et x, doivent étre adjacents.

Corollaire 2.
Un graphe d’intervalles G est un graphe dindifférence si et seulement si un
ordre canonique < de ses sommets satisfait (3.2).

Preuve.
L’ordre canonique < de G satisfaisant (3.2) et le théoréme 3 font que G est
un graphe dindifférence. Réciproquement, si G est un graphe d’indifférence
et le théoréme 3 vérifié, l'ordre < de ses sommets satisfait (3.2).

Soit G un graphe dindifférence; Comme le cas de graphes d’intervalles,
un ordre < des sommets de G satisfait (3.2), et satisfait (3.1).

Pour obtenir une caractérisation des graphes d’indifférence menant a
un algorithme rapide de reconnaissance, considérons un graphe G d’inter-
valles avec un ordre canonique <€, pour chaque i (1 < i < n) définissant
First[i] = min{i,k} tels que zxp € E; et Last]i] = max{i,k} tels que
rir € B.

Théoreme 4.
Soit G un graphe d’intervalles avec un ordre canonique <. G est un graphe
d’indifférence si, pour chaque x;(1 <1i <n), d(x;) = Last[i] — First[i].
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Preuve.

Soit G un graphe d’indifférence. Nous procédons par induction sur le
nombre de sommets dans G. Si G est non connexe, on considere chaque
composante connexe, séparement.

Nous pouvons, donc, supposer que G est connexe, par le corollaire 2,
nous pouvons supposer sans perte de généralités que < satisfait (3.2); il
s’ensuit, en particulier, que chaque sommet x; avec (2 <1 <mn—1) est ad-
jacent a tous les SOMMELS T pivst[i], T First]i]+15+++»Ti—15Tit1y+--»L Last[i], €L AINSI
d(x;) = Last[i]| — First[i].

De plus, sii =1 alors Firstz;] =1 et x; est adjacent G Tiy1, ..., Trastfi];
confirmant d(z;) = Last[i] — Firstli].

En conclusion, si i = mn, alors Last[r;] = n et x; est adjacent a
T pirst(i)y T First[i] +1:---Ti—1, €t ainsi d(x;) = Last[i] — First|i].

Réciproquement, supposons que G contient une griffe induite avec les
sommets a,b,c,d et arétes ab,ac,ad. La symétrie suivante nous permet de
supposer que b << c<<d. Mais dans le cas ot ¢ <a, d(b) < Last[b] — First[b],
puisque b n’est pas adjacent a ¢ et ¢ < Last[b]; dans ce cas a < ¢, d(b) <
Last[b] — First[b], puisque d n’est pas adjacent a ¢ et First[d] < c. Ceci
prouve le théoreme 4.

Le résultat suivant identifie une propriété des chemins a corde joignant
des sommets d’un graphe d’indifférence G.

Théoreme 5.

Soit G un graphe d’indifférence avec un ordre canonique < et soient x,y(x <
y) des sommets distincts de G. Si x = u1,%9,...,x, =y est un chemin a corde
arbitraire joignant x et y, alors pour tous i(1 <i<p—1), x; < xi11.

Preuve.
D’abord, notons que

r; <y pour tout j =12....p—1. (3.4)
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Soit t le premier indice inférieur pour lequel y < x;. D’aprés (3.2),
xi_1 ety sont adjacents, contredisant que le chemin est a corde.
Ensuite, si la supposition est fausse, alors nous trouvons un indice
inférieur j(j < p) tels que
Tjt1 < Tp—1.

(3.4) implique que xj11 < xj; <y. Observons que
Tj < Tp-1,

Autrement dit, la condition (3.2) fait que x; et x, sont adjacents: contra-
diction.
Soit k le premier indice plus grand que 7 + 1 pour lequel

T; <y .

Comme xj11 <z, alors k > j+2. Par notre choix de k, v, < ;< xy, .
(3.2) implique que x; et xj, sont adjacents: une contradiction. Ceci termine
la preuve du théoreme 6.

Corollaire 3.
Soit G un graphe d’indifférence connexe avec un ordre canonique <. Pour
tous les indices inférieurs i (2 <1 <n —1), First[i] <i < Last][i].

Preuve.
Soit i un indice arbitraire avec (2 <1i < n —1). Puisque G est conneze, il
existe un chemin dans G joignant x1 et x;. Soit

1 = T1,X9,..., Lt = X;

un tel chemin. En prenant t aussi petit que possible, nous nous assurons qu’il
est triangulé. D’apres le théoréme 5, x; 1 < x; = x; et ainsi Firstli] < i.
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3.1 Algorithmes gloutons des graphes d’indifférence

Soit G = (X,E); | X |= net | E |= m un graphe quelconque.
L’algorithme glouton suivant détermine si G est un graphe d’indifférence
ou non.

3.1.1 Algorithme de reconnaissance

Etape 1 Reconnaitre G comme graphe d’intervalles (Booth et Lueker [7]),
cet algorithme s’exécute en O(n 4+ m) si G est un graphe d’intervalles, cela
donne un ordre des cliques maximales C,Cs...,C,,.

Etape 2 En utilisant ’adjacence de G, 'ordre C1,C5...,C,, construit une
représentation d’intervalles de clique maximum pour G. A ce stade, nous
employons deux tableaux B[l..m| et H[l..n], initialisés a 0: Pour chaque
sommet x de G, H(z) contient le plus grand i pour lequel = € C;, B est
employé comme ensemble de blocs. B[j] contient (dans la liste associée)
tous les sommets de G pour lesquels j = min{k | z € Cy}.

Les détails de cette étape sont définis par la procédure suivante:
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Procédure Calcul-Ordre

Entrée: un graphe d’intervalles G = (X,E) et un ordre C1,Cs,...,Cy, de ses cliques maximales;
Sortie: un ordre des sommets de G comme en proposition 2.

1. debut

2. pour j < 1 a m faire debut

3 pour tout x dans C; faire debut

4 Si H(z) =0 alors

5. ajouter x au bloc B[j]; {penser & B[j] comme liste d’enchainement}

6 H(z) < j;

7 fin; {pour}

8 trier chaque bloc B[j] dans l'ordre croissant de H(x);

9.  retourner (B)

10. fin{Calcul-Ordre}

I1 est facile de constater (voir [47], par exemple) que I'ordre des sommets
de G trouvés dans la ligne 9 du Clalcul — Ordre est un ordre canonique
< pour le graphe d’intervalles GG. De plus,le temps d’exécution global de
I'étape 2 est en O(m + n).

Etape 3 Balayage de la liste d’adjacence de chaque sommet x; de GG, une
fois, calcul de Flirstli] et Last[i] pour chaque i(1 <i < n).

Etape 4 En conclusion, pour chaque i(1 < ¢ < n) vérifier si d(z;) =
Last[i] — First[i]. D’apres le théoreme 4, G est un graphe d’indifférence
si, et seulement si, cette égalité a lieu pour i(1 < i < n). Les détails sont
exprimés comme suit:
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Procédure Test-Indifférence

Entrée: un graphe G avec un ordre < des sommets comme en (3.4);
Sortie: G est un graphe d’indifférence ou G n’est pas un graphe d’indifférence.

1. debut

2. pour i « a n faire

3 calculer Lasti] et First[il;

4 pour ¢ < a n faire

5. si Last[i] — First[i] # d(z;) alors
6 poser ("non”);

7 poser(”oui”)

8. fin;{Test-Indifférence}

Le résultat suivant récapitule nos résultats dans cette section.

Théoreme 6.
Pour un graphe G avec n sommets et m arétes en entrée, la procédure
Test —indif f érence teste si G est un graphe d’indifférence en O(n + m).

Preuve.
Le résultat vient du théoréeme 4. L’ordre < dans l’étape 2, et la mise a jour
de ladjacence en O(n+m), le temps de placer chaque sommet dans ’ordre.
Le calcul de Lasti] et Firstl|i] est facile: pour chaque i, le balayage de la
liste d’adjacence de x; une fois retenu le plus grand et le plus petit indice
inférieur se fait en O(d(z;)). Par conséquent, la complezité globale est en
O(n+m).

Il est important de noter que si G est un graphe dindifférence, [’ordre
(3.1) satisfait la condition (3.2).
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3.2 Algorithmes gloutons pour Divers problemes in-
formatiques

Soit G = (X,FE) un graphe d’indifférence avec ordre x; < x5 < ... <
satisfaisant (3.2). On montre comment cet ordre linéaire peut étre exploité
afin de concevoir simplement des algorithmes optimaux et gloutons pour
résoudre un certain nombre de problemes informatiques.

D’abord, nous présentons un algorithme de coloration pour des graphes
d’indifférence. La seule structure de données utilisée est une pile. Initiale-
ment, cette pile contient les couleurs 1,2....,n a 'ordre inverse, ou 1 est le
sommet de la pile. L’idée de I'algorithme est claire: affecter la couleur 1 au
sommet x; (d'une maniere équivalente, 1 est coloré en parcourant la pile).

Une fois x;_1 (i > 2) coloré, on passe a la couleur x; comme suit. On
considére I’ensemble de couleurs affectées aux sommets

L Firstli—1]»L First[i—1]41-++--»L First[i]—1-

Notons que par le corollaire 1, toutes ces couleurs doivent étre distinctes.
En outre, aucun de ces sommets n’est adjacent a x;, et ainsi nous pou-
vons réutiliser n'importe laquelle de ces couleurs sur z;. Comme cela, nous
libérons d’abord ces couleurs en les poussant sur la pile et procédons ensuite
a la couleur x; en parcourant simplement la pile (c.a. d. affectant a x; la
couleur au sommet de la pile).

Les détails sont définis par la procédure suivante.
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Procédure Coloration

Entrée: Un graphe d’indifférence G , avec un ordre canonique <;
Sortie: une coloration optimale de G;

1. debut
2. couleur (x1) < dépiler(pile);
pour «— a n faire début
pour j « Firstli — 1] & First[i] — 1 faire

couleur (z;) < depiler(pile)

3
4
5. pousse (couleur(z;));
6
7 fin{pour}

8

. fin; {coloration}

Théoréeme 7.
La procédure coloration optimale s’exécute en O(n).

Preuve.
Pour cela, montrons que la procédure coloration donne une coloration appro-
price de G et que cette coloration utilise un minimum de couleurs possibles.

Aucun sommet x; (i < j) n'est adjacent a 'un des sommets (3.5)

xy, tels que Firstli — 1] < k < First|i] — 1.
Pour voir que c’est le cas, notons que st un certain sommet x; avect < j est
adjacent a un sommet xy, avec First[i—1] < k < First[i]| — 1, alors d’apres
(3.2) il doit étre que x; et x) sont adjacents: contradiction avec k < Firstli].
(3.5) implique que quand une couleur a lieu dans la ligne 6, le sommet x;
et les sommets qui ont recu la méme couleur avant x; ne sont pas adjacents.
Ainsi, la procédure coloration produit une coloration appropriée.

Pour argumenter au sujet de ['optimalité de cette coloration, nous avons
besoin seulement de montrer que si la procédure coloration emploie au total
k couleurs, alors G contient k sommets deuz a deuzr adjacents (c. a. d. pas
moins de k couleurs peuvent étre probablement utilisées correctement pour
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colorer G ). Considérons le premier sommet; soit x;, qui a recu la couleur
k. Les k — 1 premieres couleurs sont déja utilisées.

(3.5) implique que ces couleurs doivent avoir été employées sur le som-
met xy avec le Firstli] < k < i — 1, mais, le corollaire 1 garantit que G
contient un ensemble de k sommets deux a deux adjacents, nommeés T pi.g;,
T Firstfij+15 ----» Ti- Ceci prouve que la coloration produite est optimale. Pour
adresser la complexité, on note par (3.5), les boucles dans les lignes 4-5
prend au plus O(n). Par conséquent, la procédure s’execute en O(n).

On propose un algorithme glouton simple qui calcule un chemin le plus
court entre deux sommets donnés (sinon arbitraires) d'un graphe d’in-
différence connexe.

Procédure Plus-Court-Chemin

Entrée: Un graphe d’indifférence connexe G avec un ordre canonique < et deux sommets z <<y;
Sortie: Un plus court chemin x = x1,%9,...,x¢ = y joignant x et y

1. debut

2. t «— 1;

3. Ty — X

4. tant que x; et y ne sont pas adjacents faire debut
9. t — t+1;

6. Ty ¢ TLast[Ti-1];

7.  fin; {tant que}

8. t — t+1;

9. m <y

10. retourner (x1,%9,...,2¢)

11. end; {Plus — Court — Chemin}

Théoreme 8.
La procédure Plus — Court — Chemin (x,y) s’ezécute en O(m).
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Preuve.
La complexité étant évidente,montrons [’exactitude de cette procédure. Soit
T = T1,Ta,...,x: = y le chemin produit par Plus — Court — Chemin(x,y);
Supposons qu’il existe un chemin x = 21,29,...,2y = Yy joignant x et y tels
que q < t.

Ceci implique que pour un choix convenable des sous-indices i, j (2 <
i< t—-1;2< i< g—1)

Zi << T < Tjp1 < Ziyl-
Notez que (3.2), dans le théoréme 3 garantit que x; et z;11 sont adjacents;

ce qui contredit le choix de xj11 dans la ligne 6 de la procédure.

Il est intéressant d’observer que la procédure glouton ci-dessus ne fonc-
tionne pas pour les graphes d’intervalles qui ne sont pas des graphes d’in-
différence. Considérez le graphe H décrit dans la figure 3.2. L’ordre < des

a < <

"9

Fi1ac. 3.2 — Un graphe dintervalles avec un ordre canonique

sommets de H indiqués dans la proposition 3est a< b< c<d <e< f. Avec
les sommets a et f comme les parametres d’entrée, Plus — Court — Chemin
donnera a, ¢, e, d, f qui n’est pas le plus court chemin entre a et f.

La notion de centre dans un graphe est motivée par une grande classe des
problemes collectivement désignés sous le nom de problemes de service —
endroit. Ici, on est intéressé par identifier un sous-ensemble de sommets du
graphe auquel certains équipements (tels que des commissariats de police,
des centres commerciaux, des hopitaux, des écoles, etc..) doivent étre situés
de telle maniere que pour chaque sommet dans le graphe, la distance au
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service le plus proche soit réduite au minimum.

Plus formellement, étant donné un graphe connexe G' = (X,FE), la dis-
tance d(z,y) entre les sommets z et y est le plus petit nombre d’arétes dans
un chemin joignant x et y. Le diametre et le rayon de G sont définis comme

diam(G) = max d(z,y)

r,yeX

r(G) = minmaxd(z,y).

En conclusion, le centre de G est défini par:

C(G)={r € X | max d(z,y) = r(G)}.

yeX

Il est bien connu et facile de voir que le centre d’un graphe quelconque
G = (X,E) avec n sommets et m arétes peut étre calculé en O(n.m), en
faisant une recherche en largeur de GG , alternativement, a chaque sommet
de G.

Les théoremes 5 et 8 implique que cela dans un graphe d’indifférence
connexe, le diametre est réalisé par les sommets z; et x,, comme le montre
le résultat suivant:

Corollaire 4.
Dans un graphe G d’indifférence connexe avec un ordre canonique <, on a

diam(G) = d(z1,2,,).

Preuve.

Pour tous les sommets x, y avec x < y, d(z,y) < d(z1, ).

Sotent x1 = wy,Wa,...,w, = x, le plus court chemin entre x1 et x,. Choi-
sissons le plus grand i tel que x £ w;; pareillement, trouvons le plus petit j
tel que w; £ y.

L Wit1,Wi425---,W5-1,Y
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est un chemin dans G joignant x et y. Puisque ce chemin contient exacte-
ment j — 1 arétes, il s’ensuit cela

dlzy) < j—1 < r—1 = d(x,x,).

Ceci prouve le corollaire /.

Soit G un graphe d’indifférence et soit
T1 = Wy, Wi, ..., Wy = Ty, (3.6)

le chemin donné par la procédure Plus — court — Chemin, avec les pa-
rametres ry et x,. Afin de calculer le centre de (G, nous utilisons un tableau
DI1..n] qui enregistre, pour tout i (1 < i < n) la plus courte distance de x;
) Z;.

Utilisons, pour cela, la procédure suivante:

Procédure Recherche-Distance

Entrée: un graphe d’indifférence G = (X,E) avec | X |=n et un chemin comme dans (3.6);
Sortie: un tableau D[1..n] tel que chaque i, D[i| = d(z1,z;)

1. debut

2. pour i < 2 & n faire

3. siz; =w;(0<j<r)alors

4. D[i| — j

5. sinon debut

6. trouver le plus grand indice j pour lequel w; < ;;
7. D[i] —j+1

8. fin;

©

calculer (D)
10. fin {Recherche — Distance}
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Théoreme 9.
Quand la procédure Recherche — Distance se termine, pour chaque i(1 <
i <n), D[i] =d(z1,x;). En outre, le temps d’exécution est en O(n).

Preuve.
Les sommets de G sont balayés de gauche a droite. Soit j le plus grand indice
pour lequel w; est le dernier sommet sur le chemin (P) produit jusqu’ici. Il
s’ensuit que la complexité globale est en O(n).

Une fois le tableau D disponible, on a besoin seulement de répéter la
procédure ci-dessus a partir de x,,: On appelle la procédure Plus — Court —
Chemin avec les parametres x,, et x1 et on calcule le plus court chemin

Ly = Z0yR14e--9opr — L1

Ensuite, en utilisant un tableau D'[1..n] enregistré, en appelant la procédure
Recherche — Distance, on calcule la distance de chaque sommet a x,. En

conclusion, le centre C' de G contient exactement ces sommets x; pour les-
quels D]i] — D'[i] < 1.

Par conséquent, nous avons le résultat suivant:

Théoreme 10.
Le centre d’un graphe d’indifférence, ayant 'ordre canonique < sur ses som-
mets peut étre calculé en O(n).

Un chemin hamiltonien dans un graphe G est le chemin qui contient
chaque sommet du graphe une et une seule fois. La structure des graphes
d’indifférence permet, a I'aide d’un algorithme glouton extrémement simple
de calculer un chemin hamiltonien. Pour cela, nous supposons qu'un graphe
d’indifférence connexe GG est donné avec un ordre canonique < de ses som-
mets.

Les détails sont définis par notre prochaine procédure.
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Procédure Chemin-Hamiltonien

Entrée: Un graphe GG d’indifférence connexe avec un ordre <;
Sortie: un chemin hamiltonien P de G.

1. Debut

2. P10

3 pour i «+— 1 a n — 1 faire;
4. ajouter l'aréte z;x;41 a P;
5 calculer (P)

6. fin; {Chemin-Hamiltonien}

Théoréme 11.

La procédure Chemin — Hamiltonien(G) s’exécute en O(n).

Preuve.
D’aprés le corollaire 3, x; et x;11 sont adjacents, pour tout 1 =1,2....m — 1.
Par conséquent, l’ensemble P des arétes données par la procédure est un
chemin dans G. Pour voir que P est un chemin hamiltonien, notons que P
contient chaque sommet une fois.

La complexité est en O(n).

Il est intéressant de noter que la procédure ci-dessus ne donne pas un
chemin hamiltonien dans un graphe d’intervalles qui n’est pas un graphe
d’indifférence. Mais différemment, avec un ordre < satisfaisant (3.1) (mais

non (3.2)).

La procédure Chemin — Hamiltonien n’est pas stre de fonctionner.
Pour voir ceci, considérons encore le graphe sur la figure 3.2 avec l'ordre
a<b<c<d<e<f.Laprocédure donne, ab,bc,cd,de,ef ce qui est, évidemment,
incorrect puisque e et f ne sont pas adjacents. (le chemin hamiltonien cor-
rect sur ce graphe est ba,ac,ce,ed,df ")

Un couplage dans un graphe est un ensemble d’arétes deux a deux non
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adjacentes. Un couplage est maximum s’il n’est pas contenu dans un autre.
Le probleme de couplage est de trouver un couplage maximum d’un graphe
G donné.
La littérature sur le couplage est étendue. Les problemes de couplage
sont liés aux problemes de flot, problemes de recouvrement, etc... (le lec-
teur intéressé est renvoyé a [32] ou beaucoup d’autres applications sont
récapitulées).

L’ordre canonique d’un graphe d’indifférence peut étre employé pour ob-
tenir un algorithme tres simple pour calculer un couplage maximum. Les
détails sont comme suit.

Procédure Couplage-Maximum

Entrée: un graphe G d’indifférence avec un ordre canonique <;
Sortie: un couplage maximum M de G

1. Debut

2. M

3 pour i «+— 1 an — 1 pas 2 faire

4 si z; et ;41 sont adjacents alors
5. ajouter 'aréte x;x;41 & M

6 calculer M

7. fin; {Couplage — M aximum}

Théoreme 12.

Procédure Couplage — Maximum(G) se fait en O(n).
Preuve.

Pour cela, considérons une composante connexe H de G et soit

T <<Tigp] < ... < I

la restriction de < a H. Notons d’apres le corollaire 1, x; et x4 sont
adjacents pour toutes les valeurs de 7 = 1,0+ 1,....,t — 1. Par conséquent,
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[’ensemble My de sommets produits par la procédure est un couplage dans
H. Pour voir que My est maximal, notons qu’au plus, un sommet dans H
est exposé (c-a-d. non incident a une aréte dans My ). Le couplage maximum
de G est la réunion des couplages mazximums des compsantes.

La complexité est en O(n) et la preuve du théoréme 12 est compléte.

Il est noter par ” Loogs et Olariu” que le procédure couplage — M aximum
ne donne pas un couplage maximum dans un graphe d’intervalles qui n’est
pas un graphe d’indifférence. Pour voir ceci, considérons le graphe de la
figure 3.2 avec 'ordre a <b < c<d<e< f. Cet ordre ne satisfait pas (3.2).
La procédure donne ab,cd qui n’est pas un couplage maximum. (Le couplage
maximum est ab,ce,df.)
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Chapitre 4

Exemples d’applications

4.1 Qui a tué le Densmore?

Le duc de Densmore est retrouvé mort dans l’explosion d’une piece de
son chateau de I'lle de White. Le meurtre a été commis a ’aide d’une bombe
placée avec précaution dans le labyrinthe du chateau, ce qui a nécessité une
longue préparation en cachette dans le labyrinthe. Or, avant son assassinat,
le duc avait invité 8 femmes sur l'ile, celles-ci se rappellent quelles autres
femmes elles y ont vu, mais ont oublié a quelle date précise elles y étaient :

- Ann a vu Betty, Cynthia, Emily, Felicia et Georgia
- Betty a vu Ann, Cynthia et Helen

- Cynthia a vu Ann, Betty, Diana, Emily et Helen

- Diana a vu Cynthia et Emily

- Emily a vu Ann, Cynthia, Diana et Felicia

- Felicia a vu Ann et Emily

- Georgia a vu Ann et Helen

- Helen a vu Betty, Cynthia et Georgia

Le marin qui faisait la navette vers 'ile a aussi oublié les dates, mais il
se souvient n’avoir transporté chacune que pour un seul aller retour.
Le graphe de la relation < a vu > doit etre un graphe d’intervalles.
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Fi1Gc. 4.1 — Graphe représentatif de la relation "a vu”

Tout sous-graphe induit par un sous-ensemble de sommets doit étre un
graphe d’intervalles.
Sous-graphes problématiques:

- G[{a7 b7 g, hH? €1 rouge;
- G[{a, ¢, g, h}], en vert;
- G[{a, b, ¢, e, f}], en bleu.

F1G. 4.2 — Sous graphes problématiques

Ann est certainement
la coupable!
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Avec les analyses ADN, la théorie des graphes est un des nouveaux
outils d’investigation moderne a disposition des policiers. La classe des
graphes d’intervalles est bien connue et caractérisée, il existe des algorithmes
linéaires de reconnaissance ( [31], [7]).

4.2 Probleme d’affectation des employés

Considérons un ensemble de taches ayant chacune une heure début et une
heure de fin bien précises. Supposon qu’on demande a des employés d’effec-
tuer ces taches mais qu’aucun employé ne puissse effectuer deux taches a
la fois. Pour modéliser cette cituation il suffit de considérer le graphe dans
lequel chaque tache est représenteée par un sommet et une aréte relie deux
sommet lorsque les taches correspondantes se chevauchent dans le temps.
Les graphes ainsi construit est dit d’intervalles.

Définition 4.

Un < graphe d’intervalles > est le graphe d’intersection d’intervalles sur
une droite. Donc, étant donnée un ensemble E = {E,....E,} d’intervalles
sur une droite, on lui associe le graphe d’intervalles G = (X,F) ou X =
{1,....,n} et deur sommets x et y sont reliés par une aréte si et seulement si

E,NE,#0.

Exemple
A B C
D E F
_G H [
J _K L
M N
» lemps
14 Taches a effectuer graphe d’intervalles correspondant

Fic. 4.3 — Exemple
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Le probleme consiste a affecter des taches a des employés, chaque tache
ayant une heure de début et une heure de fin bien précises. Ce probleme
revient donc a colorer les sommets du graphe d’intervalles associé avec la
contrainte que deux sommets reliés par une aréte ne peuvent pas recevoir
la méme couleur. En d’autres termes, chaque couleur correspond a un
employé et on interdit d’affecter le méme employé a deux taches qui se
chevauchent dans le temps. Si on cherche a minimiser le nombre d’employés
nécessaire pour effectuer toutes ces taches, cela est équivalent a déterminer
une coloration des sommets qui utilise un nombre minimum de couleurs.

Une telle coloration peut étre obtenue facilement avec la technique suivante
dans laquelle on suppose que les couleurs sont classées dans un certain ordre.

Coloration des sommets d'un graphe d’intervalles avec un nombre mi-
nimum de couleurs

1. Déterminer un schéma d’élimination parfait x1,...,x,

2. Colorer les sommets les uns apres les autres, selon 1'ordre inverse
Zn,-...,r1 en choisissant toujours la premiere couleur disponible.

Dans cet exemple des 14 taches, on voit par exemple que le sommet C' est
simplicial et on peut donc le choisir pour x;. Nous aurions aussi pu choisir
G ou J ou I, etc. Par contre, nous n’aurions par exemple pas pu choisir le
sommet L puisque ses voisins F' et B ne sont pas reliés aux autres voisins
C, I et N de L. En deuxieme position, on peut mettre, par exemple, le
sommet [, puis le sommet N en 3°. Le sommet L devient alors simplicial
puisque ses voisins dans le graphe résiduel obtenu en supprimant C, I et N
sont F' et B qui sont reliés entre eux. On peut donc mettre le sommet L
en 4° position. On procede ainsi de suite pour obtenir, par exemple, ’ordre
suivant :

C.I.N,L,F,B,E.H,K,M,AD,G,J

On peut maintenant colorer le graphe. Supposons que les couleurs sont
ordonnées du plus foncé au plus clair. On commence donc par donner la
couleur noire a J, puis la couleur rose a G, le jaune a D et le blanc a A.
Le sommet M qui est le suivant a étre coloré peut recevoir la couleur gris
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foncé ou le noir. Cette derniere couleur étant prioritaire, on la choisit pour le
sommet M. On poursuit ainsi de suite jusqu’a obtenir la coloration de tout
le graphe qui est représentée a gauche dans la figure qui suit. Cette colora-
tion nécessite 4 couleurs, ce qui signifie qui faut engager 4 employés pour
réaliser les 14 taches. L’affectation des taches aux 4 employés est représentée
a droite de la figure. Chaque ligne correspond a une couleur et donc a un
employé. Par exemple, I'’employé représenté par la couleur blanche réalise
les taches A, B, C' et E puisque ces sommets sont de couleur blanche.

D H I
G K L
I M F _N
» temps
colora}ion daps: I‘F‘rd‘te im-'erse‘ du Les tiches peuvent étre réalisées par 4 employés
schéma d’¢lémination parfait Chaque ligne correspond au travail d’un employé

C.ILN,.LEB.EHKM.A,D.G.,]

F1G. 4.4 — Affectation des taches aux employés

Dans 'exemple ci-dessus, on est amené a déterminer une partition des som-
mets d’un graphe d’intervalles en un nombre minimum de sous-ensembles tel
qu’il n’existe aucune aréte reliant deux sommets d’'un méme sous-ensemble.
Certaines situations peuvent étre modélisées a ’aide d’un graphe d’inter-
valles dans lequel il faut déterminer une partition de ses sommets en un
nombre minimum de sous-ensembles tel qu’il ne manque cette fois-ci au-
cune aréte entre deux sommets d’un méme sous-ensemble. En termes de
coloration, on veut donc cette fois-ci colorer les sommets tel que les som-
mets de méme couleur soient tous reliés entre eux par une aréte.
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Conclusion générale

Nous avons étudié dans notre travail un cas particulier des graphes d’in-
tervalles, qui sont les graphes d’indifférence. Ils sont cararactérisés par 1’exis-
tence d’un ordre special sur leurs sommets, ce qui facilite la recherche de
certains invariants dans cette classe.

Comme il y a beaucoup de problemes, qui peuvent étre modélisés par
cette classe de graphes, comme dit précédemment et résolus d’une facon po-
lynomiale et exacte, il serait intéresant d’essayer sur des graphes modélisant
des situations concretes.

Cependant, il reste a implémeter I’ensemble des algorithmes énoncés.
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