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Corrigé du partiel d’ Analyse 1 ( Sujet N°1)

Exercice N°1(12 pts )
1) La suite (u,,) ey €St définie par :{un+1 - ;Z:::,n €N
Uy =0
a) Montronsque, Vn €N, 0 <u, < 2.
On raisonne par récurrence
Onauy=0doncona 0<uy,<2. (02 pts)

La propriété est vraie pour n = 0.

Supposons que 0 < u,, < 2 pour un certainn € N et montrons que 0 < u,,, 1 < 2

. Tun+4
Onau, = 0,donc 7u, +4 >0et 3u,+3>0,doliu,,q = 3u"+3 > 0.
n
. 7un+4 Un—2 )~
—_ = —_ = < < 2.
Par ailleurson u, 4 — 2 - 2 s = Odoluyyq <2

Donc 0 < uy4q1 < 2 .La propriété est vraie a 'ordre n + 1, elle est donc vraie Vn € N.
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b)Ona:

_ Tup+4 W = —3ud+4up+4_ —3(up+2/3)(up—2)
3up+3 1 3un,+3 3un+3

Un+1 — Up

—3(un+§)(un—2)

Comme 0 <u, <2,Vn € N,alors
3un+3

>0 (02 pts)

D'ouonau,,; —u, =0,,Vn €N.
On déduit alors que la suite (U, ),ey €st croissante.
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c) La suite (u,,) ey €St croissante et majorée par 2, elle est donc convergente vers sup,sq U,.

_ Tupt4 TUn+4 _ 7144

Soitl = nﬁrfwun.On al = nﬁrfoounﬂ.unﬂ = T3 donc nﬁrfwunﬂ = nﬁrfwm =103 (02 pts)
7l+4 2 2 . 2 .
lzm@BI +3l=7l4+4 < 3l —4l—4=0,ceqwdonnel=—§oul=2



Comme u, =20,vyneNon al=2.
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d)A ={u,, n €N}

(uy)nen €St croissante et majorée par 2, elle est donc convergente vers sup,sq U,.

Orona lim u, = 2, donc supA = sup,so U, = 2.

n—+oo

(02 pts)

On a aussi (u,,) ey est croissante donc minorée par u, = 0. A est minoré par u, = 0, et puisque

0 € Adoncona infA =0.
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cosl c0S2 cosn cosk

+ + -t —Zk03k.

Mu, =1+
Montrons que la suite (u,) ey €St de Cauchy
Ve > 0,3n(e) telque V(p,q) ERXKX,p=>q=n(e) = |up —uq| <e.

Soit e > 0, pour (p,q) ERX X Netp >¢q

P q P
cosk cosk cos(q+1)  cos(q+2) cosp cosk
Up —Ug = Z 3k Z 3k 3q+1 3q+2 3P = 3k
k=0 k=0 k=q+1
P
cos(q+1) cos(q+2) cosp cosk
o —uql = =g sz vt | T Z T
k=q+1
Donc on a en utilisant I'inégalité triangulaire (03,5 pts)
cos(q+ 1) cos(q + 2) cosp
|up — g = 3q+1 3q+2 |
P
B |cos(q + 1)| |cos(q + 2)| |cosp]| B |cosk]|
- 3q+1 3q+2 ot 3p z 3k
k=q+1
1
1 1 1 1 1 1 1 1-359
|uP uQ| —3q+1+w+m+3_p=3q+1 (1+§+m+3p—q—1)=3q+1 1
3

! (1 1)<1
T 2x 34 3p—q 34

. . . 1
Pour avoir |up — uq| < ¢ il suffit que v <&,



! q 1 l q l 1 I I lne
3—q<€<=>3 >g(:) n(39) > n(g)@qn3>—n£@q>—ﬁ.

A . . - 7 . 4 pY l
Il existe un entier n(g), (n(e) est le plus petit entier supérieur ou égal a —%)

n(g) = [ Ine Ine

2 +1,- 20

On adonc3dn(e) tel que V(p,q) ERXRXN,p = q =n(e) = |up —uq| <e.
On déduit que (u, ),y est de Cauchy, elle est donc convergente. (0,5 pt)
Exercice N°2 (08 pts)
1)
sin(x—1
f@) = % stx#d
a*4+a-1 six=1a€eR
1°) Déterminons les valeurs de a pour lesquelles f est continue en x = 1.

Pour que f soit continue en x = 1, il faut que et il suffit que, lirrif(x) = f(1).
X—

. sinX .
Ona llmTZ letonaaussix =21 < x—1— 0.0n conclut que :
X—0

sin(x—1)
x—1

limf(x) = lim 1. (02 pts)
x—1 x—1

lirrgf(x)=f(1)(=>1=a2+a—1 oal+a-2=0.

X—

La résolution de cette équation de degré 2 donne a = —2,a = 1.

Pour que f soit continue en x = 1, il faut que et il suffit que,a = =2 oua =1
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sin(x-1) .
2°)Poura=00na:f(x)={ x—1 six#1
-1 six=1

On a pour x # 1 x > sin(x — 1) et x — x — 1 sont continues, donc f est continue sur R — {1}
comme quotient de deux fonctions continues. (01 pt)

sin(x—1)
x—1

Enx =1 limf(x) = lim letf(1) = -1
x—1 x—1

limlf(x) # f(1) = —1 donc f est discontinueen x = 1.
X—
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— Nei 1 *
) f(x) = |x|"sin ) € N,m € N,x € R*.
X

Pourn € N*ona:

x—0=|x|] > 0" = [x|* — 0*

1
[ = [ n [ —_— =
limfG0) = tim x"sin ({z) = 0

car sin (L) est bornée et linélxln = (0.Donc f est prolongable par continuité au pointx = 0 et
X—

[x]™

admet comme prolongement la fonction :

nein (1
Fo) ={|x| Sm(|x|m) ,x #0 (01 pts)
0 ,x=20

1
[x|™

x =0, f n'estdoncpas prolongeable par continuité au point x = 0. (01 pts)

Pourn=0m#0ona:f(x)= sin( ) , pour # 0, dans ce cas f n"admet pas de limite au point

Pourn=0,m=0ona:f(x) =sin(1) pour# 0, lin’(t)f(x) = lirrésinl = sinl
xX— xX—

dans ce cas, f admet un prolongement par continuité au point x = 0,
f(x) = sinl,x € R. (01 pt)
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lll) Montrons que I'équation In(x + 2) = —x admet au moins une racince dans |—1,0[
Soit la fonction g définie par g(x) = In(x + 2) + x, x € [—1,0].
Ona:

1. g est continue sur [—1,0] (02 pts)

2. g-1)=mn(-1+2)-1=n1-1=-1<0,9(0)=n2)+0=In2>0,9(-1)g(0) <0
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires on a :

Jc € ]—-1,0[ tel que: g(c) = In(c + 2) + c=0

goy=m(c+2)+c=0=In(c+2) =—c.
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