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CHAPITRE 1:

Les Intégrales



Calcul intégral

Dans tout le chapitre, ¢ et b sont deux réels d'un intervalle I bornes incluses tels gque a < b,

I Primitives
I.1 Deéfinitions

Définition 1
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F définie et dérivable sur I vérifiant

F'(z) = flx) pour tout x € R.

Exemple 1
Considérons la fonction f définie sur B par f(x) = 3z=.
+ La fonction F définie sur B par F{z) = = est une primitive de f sur B puisque F'(x) = f{z).
-+ La fonction (7 définie sur B par G(x) = + 2 est aussi une primitive de f sur B puisque G'(z) = f(x).

Exemple 2

Soit f la fonction définie sur R par fir) = alors la fonction F' définie sur B par F(x) = 72 + 3+ 7 est une

T
¥ e
primitive de f.

+ On calcule F', la dérivée de F et on vérifie que 1'on obtient f :

+ Fz) = = f(z).

2z T
+0=
2w+ 3 VI 43

Propriété 1
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de B, k un réel, oy € T et 4y € B fixéa.

+ 5i f est dérivable sur I, alors f posséde au moins une primitive sur .
+ 5i f admet une primitive F sur [, les primitives de f sont les fonctions du type Fix) + k

# Si f est dérivable sur 1, il existe une unique primitive F de f sur I telle que F{xp) = yp.

Exemple 3 1 1
+* Les fonctions Fy(x) = Er*, Fi(z)= Z;I" +1, Fa(x) =
sont toutes des primitives de la fonctions f.

1
4+, Filz) = z:r:‘t +hkavec ke R

e

+ Cependant, il n'existe qu'une unigue primitive F de f vérifiant F(() = 1 . il s'agit de F.

1.2 Calculs de primitives

L'objet de ce paragraphe est de présenter quelques techniques simples permettant 'obtention de primitives
de fonctions données sur un intervalle déterminé,

I.2.1 Primitives des fonctions usuelles

La lecture du tablean des primitive se fait en lisant celui des dérivées « & envers ».
Les fonctions [ suivantes sont définies, dérivables sur Uintervalle I, n est un entier relatif différent de —1.



Remarque 1

Pour obtenir toutes les primitives d'une fonction f donnée,

Exemple 4

# Une primitive de la fonction f définie sur B par f(z) = 2% est F(z) =

Calcul intégral

flx) nne primitive Flr) conditions
0 k I=R
a [ I=R
J.u+1
" T T=Fcin=Il
vt IT=R*sin<l)
I I =
— —— I=R
.:]'_— I
y o
COS T sin o I=R
sin T — oS T I=R
et e I=R
1
= Inx I=R%

—
9
T ; I 1 1
+ Une primitive de la fonction f définie sur R par f(r) = — est Flz) = — ==
r T a7
1.2.2 Opérations sur les primitives
u et v sont des fonetions de primitives 7 et V' sur un intervalle I,
Tableau des opérations sur les primitives :
Forme de la fonction Une primitive Conditions
i+ i+ v
kxu ko U7
.“:u+l
' u" ne M
. n+1
i 1
—_ — — n e ’M*
T (n— 1) un—!
u -
— 2, /u ulr) >0
i
' cos u sin
u' sinu —Cosu
u'e e
¥
u
—_ I wlx) =0
Il

Exemple 5

On cherche 3 déterminer dans chacun des cas suivant une primitive F de le fonction f sur l'intervalle T :

+ flr)=drfet I=R: Flz)=4x

+ flr)=2x(z2 -1 et I=R: flr) =z — 1){2? — 1)° donc F(z) =

|

3

3

" 43
=

2

(z—

1)8




Calcul intégral

ol = ;'3;—_1'; ebm 2R fir) - T—H donc F(z) = 2/3F = 0.

v
+ flzr)=2r+ 2cos(2r) —Gsin(dzr— 1) et I =R : f(x) = 2r + (22) cos(22) — 2{3x — 1) sin(3z — 1)
donc F(r) = £* +sin(2x) + 2 cos(3z — 1).

* flrl=—9e ¥ lea I=R: flzr)=3{—3z—1)Ye ™ L donc: F(z) =3 e %L

: dr — 2 sy e a3 GEany 2 _
+» j[.;}—J—:E_E_'_Retf—lﬁ.f[r_]—mdﬂ“C-F{-i-J—E]“{-'- —z+3).

II Intégrale d'une fonction

Définition 2
On appelle intégrale de f sur [ a ; b] le nombre réel F(b) — F{a) oit F est une primitive quelconque de f

sur 1. I est noté

[ 1) dz = FO) -~ Fa)

Exemple & 3
Calcul de l'intégrale : f x dr :
2
+ Une primitive de f(r) = r est Fz) = %
¥ 9 4 5
+» donc.f zdr=F(3)-F(l)=s—-z=5.
2 2.2 2

Remarque 2
e L'intégrale d'une fonetion fsur [ a ;

b
e On note aussi [ flz) dz = [F(z)]2 = F(b) — F(a).

b ] est indépendante du choix de la primitive F.
il

I )
s Dans I'écriture Jlx) dx, la variable x est « muette », ce qui signifie que f flz) de = [ Fltydt=_.,
G

a i
Le di ou di détermine la variable par rapport 4 laquelle on intégre la fonetion : x, ou L.
IV  Propriétés de 'intégrale

IV.1 Relation de Chasles

Propriété 3
Soit f une fonetion dérivable sur R et ¢ € [a ; b, alors

[ s@ = [ @ e [0 5t an

IV.2 Linéarité

Propriété 4
Soient f.g:[a: b] — B denx fonctions dérivables et A un réel, alors

+ f [(z) + g(z)] dz = f £(z) f1x+f glz) dz.

] i
‘ L M) de= A [ f(a) do.




Calcul intégral

Exemple 10 2 5
Calcul de l'intégrale : I = f (Eir + ;) i =
1

2 2 4
-P!=3f 21'dar+5/—ef.r:
1 J1

> I=3 !1.2]3_,_5 [ln a3
# I=3(4—1)+ 52 —In1)
+ I=94+5In2.

IV.3 Imégalités

Propriété 5
Soient f.g:[a; b]— R deux fonctions dérivables.

& b
+ Inégalité : si, pour tout € [a; b ). on a f(z) < glx), alors [ flz) dr < [ glx) dr.
= = [

ol

]
# Positivité : si, pour tout x £ [ e b], ona flr) = 0, alors f Flx) de > 0.
u

Lb fx) de| < julb |f(2)| de.

+ Valeur absolue :

ATTENTION! R

La réciproque de la positivité n’est pas forcément vraie, on peut avoit [ Flax)de = 0 sans avoir [ positive
oJi
sur [a: b]:
%

X 3
-j (2x — 1) d;zr=[.rz—.r]ﬁ=ﬁ. Dutlt‘.f[?;r—l]rlrijl}.

e Cependant, la fonction @ — 2x — 1 n'est pas positive sur [ : 3 ].

V Meéthodes de calcul d’intégrales

V.1 Intégration par partie

Soit u et v denx fonctions dérivables sur un intervalle [, La dérivée du produit ue est

(ur) = u'v + w' d'oi w'e = (uv) — '

On peut done énoncer la propriété suivante :

Propriété 8

Sia et b sont deux éléments de I, on a alors
b ] b
f w'(z)e(x) dr = f (ur)(x) dr — [ ulz)'(x) da.
a [ =
soit encore, si on choisit wy comme primitive de {m:J".

L} L
fa w (2)wfz) de = [ul[;r}::[.::]]z —f w(z ) (x) da,

a




Calcul intégral

Exemple 12 1
On désire calculer l'intégrale [ = [ ze™ dr.
S
w'(z)=e* u(r) = e*
+ Cn pose (=) d'ol (=)
r(r) = rix)=1

1 1
+ Donc : f Te® dr = [ze®|}, — f efdr=(le' —0e?) —[e*]f =e—e+1=1
0 0

V.2 Changement de variables

V.2.1 Changement de variable du type » — r + 3

Propriété 9
Soit f une fonetion dérivable sur un intervalle du type [+ 3.6+ 3] ot a. bet 3 € B avee a < b, alors

b3

Lb‘f[.£+::r] dx =./:1+.-.1 Sit) dt.

(x+3)* dx.

Exemple 13 —z
On se propose de calculer 'intégrale [ = j

-3
+# On peut faire le calcul directement en remarquant qu'une primitive de (x + 3)° sur [—3,—2] est E{J‘_H”J'

F : ¥ ey ;
+ On peut également effectuer une translation de vecteur 3 ¢ de maniére 3 effectuer un calcul plus simple :

—2 . L . 1 I 1
T [ (z+3)P de= [ t* di = [—r-‘] =—
J_3 Jo 3 S

V.2.2 Changement de variable du type r — ar lorsque o £ 0

Propriété 10
Soit f une fonection dérivable sur Uintervalle [ ae |

b |, ot ex # 0, alors

o il

] 1 cuwl
[ flax) dr = “ Flz) dx.

T g

Exemple 14 1
On se propose de calculer I =f
(]

l!z 1 2: 1 £} L 2
'*f=lnf? J’f..'l‘=; € r’H=EEe’:}“=E[!’:—l]_

< J0n



Calcul intégral

V.2.3 Cas général : changement de variable du type r — p(r)

Propriété 11
Soit  une fonction dérivable sur un intervalle I = a . b] dont la dérivée est dérivable sur 1.
Pour toute fonction [ définie et continue sur Uintervalle f(JF), on a :

2 b)

i
@) de= [ Fle®] (o) d.
Jigla) a

Exemple 15 1 )
Calculens I'intégrale f ——— en posant t = /T, ce qui équivaut 3 =17 = @(t) :
1 T

-+ On calcule les nouvelles bornes d'intégration :
Pourre[1l, 4], onobtientte[1. 2]

-+ On exprime |'expression a intégrer par rapport 3 la nouvelle variable : on a

1 1
dr = #(t) dt = w2t dt.
z+ /T 2(t) + /2]

+ donc: [ 4= [ ode
T h oz - lf+f

1
2| ——dt
L t+1
2[Im{1+8) |3
2(ln3 —In2)

211i{%:l_

24+t



Sériede TD

Exercice 1. Calculer les primitives et intégrales suivantes :

2 4 2x 2x+Vx 1 5 ,3
[x*—5x+ - dx, fx2+1 dx, [ —dx, fo x? e* dx,
x3

(x*+6)2 dx

2 003004 _ 1
Js 4x°(x* = dx, [
Exercice 2. En intégrant par partie calculer :
[ x%e* dx, flz Inx dx, [xIn(x+1) dx, fol xe * dx ,

j In*x dx

Exercice 3. A I’aide d’un changement de variable calculer :

dx 1 _dx 3 dx Inx
f(2x+1)2 ’ fO e*+1’ fz Vatl ' deX,

1 2
j dx, f xe ™ dx,
xInx

Exercice 4. Soit f la fonction définie par :

x3 —3x
(x —1)2

1. Déterminer le domaine de définition Dx.

fx) =

c
(x-1)2

2. Prouver Iexistence de trois nombres réels a, b, ctq : f(x) =ax+ b +

3. En déduire les primitives de f.
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CHAPITRE 2 :

Les Matrices



Généralités sur les matrices

. Notion de matrice
1.1. Définition : On appelle MATRICE de dimension n x p un tableau rectangulaire de nombres comportant
n lignes et p colonnes. Ces nombres sont appelés COEFFICIENTS de la matrice.

ﬂll alz asam alp

Qyq Qzz = Q2p | «ligne2

oy B v Qpup/ «lignen
T T

colonne2  colonne p
1.2. Notations
- Les coefficients s’écrivent sans “séparation™ verticale ou horizontale contrairement aux tableaux que
vous connaissez. La matrice est "encadrée” par des parenthéses (ou des crochets dans certains exercices).
- Le coefficient de la i ®™ ligne et de la j*™ colonne est noté a;;

- La matrice A se note aussi(a;;)1<isn. Autrement dit, A est la matrice des coefficients a;;.
1<j<P

Exemple 4 5 -1 0

A=|-1 0 2 0 |, est une matrice de 3 lignes et 4 colonnes.
T

'.,,-"';_;r 0

L8 B R A BT W

1.3. Matrices particuliéres
1.3.1. Matrice colonne (vecteur-colonne)

a1
az1
e

. N |
Ce sont les matrices a une colonne

an1
1.3.2. Matrice ligne (vecteur-ligne)
Ce sont les matrices a une ligne (a;; a;z ... ain)

1.3.3. Matrice carrée
Une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes (matrice mxm) est appelée matrice carrée. Les
coefficients ayant méme indice de ligne et de colonne s’appellent les coefficients diagonaux.

4 -1 0

Soit B=|[—-1 =7 0 |, la diagonale de B est la suite des éléments en gras.
vE 0 -2

1.3.4. Matrices triangulaires inférieures

Ce sont les matrices carrées dont tous les coefficients strictement au dessus de la diagonale (c’est-a-dire

d’indices ij avec j > i) sont nuls. Par exemple :

1 00 1 00 1 00
2.3 0} 10 2 0, |0 2 D]
4 5 o 1 0 3 0o 3

1.3.5. Matrices triangulaires supérieures
Ce sont les matrices carrées dont tous les coefficients strictement au dessous de la diagonale (¢’ est-a-dire
d’indices ij avec j <i) sont nuls. Par exemple :



Généralités sur les matrices

1 2 3 1 01 1 00
0 4 5], I[] 2 0f |0 2 0}
00 6 o0 3 0 0 3
1.3.6. Matrices diagonales

Ce sont les matrices carrées a la fois triangulaires supérieures et triangulaires inférieures. Les seuls
coefficients pouvant étre non nuls sont donc ceux de la diagonale. Par exemple :

1 0 0

0 20 n_ n 0 0

0030 00 0

000 4
1.3.7. Matrices scalaires -g 0 g

. . .. - . T
Ce sont les matrices diagonales dont tous les coefficients diagonaux sont égaux. Par exemple : 0 0 m
00 0

1.3.8. Matrice identité
C’est la matrice scalaire dont tous les coefficients diagonaux valent 1. On note I, la matrice identité d’ordre
n. Par exemple :

0 0
0 0
1 0f
01

=D D -
oo =0

1.3.9. Matrice nulle
C’est la matrice non nécessairement carrée dont tous les coefficients sont nuls. On la note Onp0u Onp i elle a
n lignes et p colonnes, 0 s’il n’y a pas d’ambigiiité. Par exemple : 00 0
0, [ )
0o o0

2=

I1. Calcul matricielle

I1.1. Transposée d’une matrice

Soit A une matrice n x p. La transposée de la matrice A est la matrice p x n notée T A dont les lignes sont les
colonnes de A et les colonnes sont les lignes de A

Exemple

. e 4 6 —1
Soit D la matrice (_2 1 0

4 -2
) . La transposée de D est la matrice : 7D = ( 6 1 )
-1 0

11.2. Egalité de deux matrices

Soit A et B deux matrices ayant le méme nombre de lignes et de colonnes, c’est a
dire la méme dimension, on dit que A = B si tous les éléments de A sont égaux aux éléments
correspondants de B.

Exemple
U+ 5 15
On donne : E = (ZIS' 3 _2_?')_ 4) et F = ( 31 ;)
Déterminons x et y pour que les deux matrices E et F soient égales.
24+ 3=—1 | o =
E=F , ce qui se produit si et seulement si 9
—2y—4=5 =

o oo



Généralités sur les matrices

11.3. Addition de matrices

Soit M et N deux matrices ayant le méme nombre de lignes et de colonnes. La somme
des matrices M et N est la matrice de méme dimension que M et N, dont chaque élément est la
somme des éléments correspondants de M et N.

Exemples

1.
4—104—3—14_1—24
¢ =8 =FFTNe 2 =1 12 =1 —8
2.

i 2 —
Soit A et B les matrices définies par : A = (U _D et B = (_03 _15)

0

L’opposée de B est —B = (5 _,51) et la différence de A et Best : A — B = (

11.4. Multiplication par un réel
Soit M une matrice quelconque et A un réel. Le produit de M par A est la matrice de
méme dimension que M et dont chaque élément est le produit de A par 1’élément correspondant de
M.
Exemple
Soit M = (; _“l) et A € R alors : AM = (;i f//\\)
11.4. Propriétés
On admettra les propriétés suivantes :
Soit A,B et C, trois matrices ayant la méme dimension, A et Ao deux réels.
A+ B =B + A qui caractérise la commutativité de I’addition matricielle
(A +B)+C = A+ (B + C) qui caractérise I’associativité de 1’addition matricielle
MA+B)=14+ 1B
(A +A0)A =14 + 1A qui caractérise la distribution matricielle
A(0A) = (ALo)A
Exemple

RO & (1 -3
()11(10111‘10.4—(_1 l)otB“(l 5)

Soit X une matrice 2 x 2 telle que 2X + 3A = B. Déterminer la matrice X.
2X = B — 3A. En multipliant les matrices 2X et B — 3A par 1/2, on obtient : X = 1 /2(B — 3A)

On obtient d ’-X—l =4 0 Final t: X = = O
i1l JC1E1) O1nc - = 2 _1 2 . 1nalement : = 2 1

I11. Produit de matrices

I11.1. Produit d’une matrice par un vecteur-colonne (par une matrice nx 1)

On peut effectuer le produit d’une matrice a p colonnes (quelque soit le nombre n de lignes) par un
vecteur-colonne & n lignes. Le résultat est alors un vecteur-colonne a n lignes.

Exemple 1
0 . 2 4 —B - .
Soit une matrice A = 16 3 et un vecteur-colonne V= | y
. . 2z + 4y — 52
Le produit AV est le vecteur-colonne : AV = By I
—x + 6y + 3z



Généralités sur les matrices

Exemple 2

(2 0 —3) . _12 o (2x_1+0><(—2)+(—3)x3) _ (7)
2 1 8 3 (—2)x14+1x(—2)+3x%x3 5
I11.2. Produit d’un vecteur-ligne (matrice 1 x p) par une matrice
On peut effectuer le produit d’un vecteur-ligne a p colonnes par une matrice a n lignes (quelque soit
le nombre p de colonnes). Le résultat est alors un vecteur ligne a p colonnes.
Exemple
3 -1
(1 -2 4)x| 2 0|=(1x3+(-2)x2+4x(-2) 1x(-1)+(-2)x0+4x4)=(-9 15)
-2 4
111.3. Produit matriciel
Soit A une matrice n x p et B une matrice p x m. On peut effectuer le produit d’une matrice a n lignes et p
colonnes par une matrice a p lignes et m colonnes. On appelle produit A x B la matrice de dimension nx m
obtenue en multipliant chaque ligne de A par chaque colonne de B. Plus précisément, le coefficient de la isme
ligne et de la jieme colonne de A x B est obtenu en multipliant la ieme ligne de A par la jieme colonne de B.
C=AxB= Y  ay xby
Exemple 1

2 1 & 4
it A=la 3 | = (f _4? f: . 1)
1 2 4. ]

Calculons C = A x B

2x2+4+1x1 2x441x(-2) 2x64+1x3 2x(—1)4+1x5
Ax B= 4x2+4+3x1 4x4+4 3 x(—2) 4x6+3x3 4% (—1)+3 x5
(1) x2+(=-2)x1 (=1)x4+(-2)x(=2) (-1)x6+(=2)x3 (=1)x(=1)+(=2)x5

5 6 15 3
=|11 10 33 11
—4 0 -12 -9

Il faut que A ait autant de colonnes que B de lignes pour que le calcul soit possible. Dans ce cas, le
produit A x B a autant de lignes que A et autant de colonnes que B. La matrice C a 3 lignes comme A et
4 colonnes comme B.

Remarque. Le produit de matrices n’est pas commutatif, ¢ ’est a dire que si A et B sont deux matrices
quelconques, en général A x B =B x A. En effet, le nombre de lignes et de colonnes des matrices A et B
peuvent permettre d effectuer le produit AB mais pas nécessairement le produit BA. De plus, méme dans le
cas ou les deux produits existent, généralement AB n’est pas égal a BA.

Exemple 2

i 2 : ;
Soit A= -1 0] et B:(_“l --11 [j 2)
2 3 5N

On peut faire le produit A x B car le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Par
contre on ne peut pas faire le produit B x A car le nombre de colonnes de B n’est pas égal au nombre
de lignes de A.

Exemple 3

ey o 8 AN e (LA
Soit A ‘(0 3)e.18- (2 3)
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Cette fois-ci, contrairement a I’exemple précédent, les deux produits A x B et B x A sont définis :

_(2x(-)+(-)x2 2x1+(-1)x3) _ (-4 -1
41XB——(UX[_1)+3X2 Ox14+3x3 | 6 9 et

(-1)x24+1x0 (-1)x(-1)+1x3) (-2 4
2x2)+3x0 2x(-1)+3x3 ) \4 7

B * ."'1 — (
111.3.1. Remarque

— La matrice identité joue pour le produit matriciel un rdle similaire au nombre 1 pour le produit des
nombres réels.

— En supposant que les dimensions permettent le produit, ona Ax In=1Inx A=A,

111.3.2. Propriétés

On admettra les propriétés suivantes :

Soit A, B et C, trois matrices réelles ; si les opérations indiquées existent, alors on admettra les égalités
suivantes :

Ax (B+C)=AxB+A x C distributivité¢ a gauche de la multiplication des matrices sur 1’addition
(A+B) x C=AxC+B x C distributivité a droite de la multiplication des matrices sur I’addition

A x (B x C) = (A x B) x C associativité de la multiplication

111.3.3. Définition
Soit A une matrice carrée d’ordre n. Soit p un entier naturel non nul. On note Ap la
matrice définie par : Ay =AXAXx ... xA
p fois la matrice A
Attention ! I'! Le calcul de A?, par exemple, ne consiste pas a élever les éléments de A au carré !
Exemple

TITrTrEn B TR T, F 1 2% [T 28 il
Soit la matrice A = (3 4) Onaalors: A“=Ax A= (3 4) X (3 4) - (15 22) # (32 42)

V. Déterminant d’une matrice
A toute matrice carrée A correspond une valeur appelée le déterminant de A que I'on dénote par
det (A) ou encore |A|

IV. 1. Calcul du déterminant pour une matrice 2x2
Considérons la matrice A de dimension2 x 2 : a,; Qqz

(a21 azz)
Le déterminant de la matrice A est définie par la relation

a a

det(4) = |a; a;z| = y1033 — A21012

Exemple ’ 5

Soit A une matrice A = (2 _4)

det(A) =1x(—4)—2%x(-2)=—-4+4=0

IV.2. Définition d’un mineur 2 1 4

Soit A une matrice carrée de rang 3 A=|5 2 3
8 7 3
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Le mineur M1 est le déterminant de la matrice obtenue en éliminant la 1ére rangee et la 2eme
colonne de A c'est-a-dire

M12=|g §|=5.3—3.8=15—24=—9

Le mineur Mz, est le déterminant de la matrice obtenue en éliminant la 2éme rangée et la 2éme colonne de A
c'est-a-dire

M22=|§ =23-48=6-32=-26

V. 3. Définition d'un cofacteur o
Le cofacteur Cj; d'une matrice A est défini par la relation Gy = (1™ My
Vous constaterez que le cofacteur et le mineur ont toujours la méme valeur numérique, a I'exception parfois
de leur signe. 2 41 4
Considérons a nouveau A = (5 2 3)
8 7 3
Cio =(1)"M;; =—-1.(=9) =9 .  Cpp=(-1)*2My, = 1.(-26) = -26

Le mineur M1, et le cofacteur Ciz, sont de signes différents par contre, le mineur M, et le cofacteur Cy,
sont identiques.

Evaluer le déterminant d'une matrice 3x 3 sera maintenant possible. Nous procéderons en réduisant celui-ci
en une série de déterminants 2 x 2, pour lesquels le calcul est nettement plus facile. Ce processus est appelé
une expansion par cofacteurs.

IV.4. méthode de calcul des déterminants

e Octroyer a chacun des éléments un signe +/- en suivant la régle suivante : on associe un signe positif a la
position a1, puis on alterne les signes en se déplacant horizontalement ou verticalement.

e Choisir une rangée ou une colonne de A (si possible, il est plus rapide de choisir la rangée ou la colonne de
A contenant le plus grand nombre de zéros)...

o Multiplier chacun des éléments a;; de la rangée (ou colonne) choisie par son mineur correspondant, i.e. le
déterminant qu'il reste lorsqu'on élimine la rangée et la colonne dans lesquelles se trouve aj;.

e Faire la somme ou la différence de ces résultats selon le signe accordé aux éléments lors de la premiére

étape
Exemple
Soit donc la matrice A a laquelle on octroie un signe +/- selon la regle décrite plus tot. X (2+ 1: 3* )
={1" 0 2”
2r - -2t

e Choisissons la 2éme colonne qui possede plus d'éléments nuls
¢ Nous multiplions ensuite chaque élément par son mineur correspondant :

detA:(_1)|21 22|+(0)|22 23|+(0)|21 23|=_2

V. Matrices inversibles

Rappel : L’inverse d’un nombre réel a non nul est le nombre i; il est défini par la relation a x é =1loul
est I’é1ément neutre de la multiplication.

Définition : Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que la matrice A est inversible s’il existe
une matrice carrée B d’ordre n telle que : A X B = I, alors B est unique et est appelée ’inverse de la

matrice A et se note A™.
Avec: AXAT=AlxA=1,.
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V.1. Matrice inverse
L'inverse d'une matrice A s'écrit sous la forme :

G‘] 1 Ci’.l E:"'nl
1 1 1 C ' C.

-1 = t A= L{:I = 12 n2
detA 0 detA ~  detA | . e

Cln Cﬂn

Ou : det(A) est le déterminant de A

C =com(A) = A est la comatrice (la matrice des cofacteurs) de A

'C est la matrice transposée de C.
Remarque : la comatrice (la matrice des cofacteurs) de A est obtenue en utilisant le processus de 1’expansion
par cofacteurs

V.2. Théoréme : Soit A une matrice carrée d’ordre n. si detA # 0, alors A admet une matrice inverse A

137
2 4 8

5 06

Exemple  a-

On fixe la premiére ligne
det A = (1) |6L 86| +(=3) |25 §| +(7) |§ g| = 24— 84— 140 = —198

det A # 0 donc A admet une matrice inverse A

-1 1 tf
A " detA
N 2' 2 4]
- +
0 d kdE ju »
Matrice des cofacteurs : — A =| - + - 5A=|-18 -29 15
0 6 5 5 0O 4 B 2
+3 1 N 13 % &
a8 2§ |24
24 -18 -4
Transposée de la matrice des cofacteurs —=A'=| 28 -29 6
-20 15 =2
-8 6 2
66 66 99
-1 (218 = gy 99
=—x|28 =29 6|=|— = =
198"\ 00 15 _ s 99 198 66
\10 -5 1
99 66 99

Remarque :

Une matrice non inversible (ie det A=0) est également appelée MATRICE SINGULIERE.


https://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9terminant_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Comatrice
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_transpos%C3%A9e
https://fr.wikipedia.org/wiki/Comatrice
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Exemple (1 =2
4= W) det(d) = 1% (—4) —2 X (=2) = 4 + 4 =0

det(A) = 0 donc la matrice A n’est pas inversible.

V.I. Ecriture matricielle d’un systéme d’équations linéaires
A est une matrice carrée qui admet une matrice inverse A L. Le systéme d’équations linéaires dont
I’écriture matricielle est AXX = B admet une solution unique ; elle s’obtient en calculant X = A"1xB

Démonstration : Si A est inversible :
AXB=Co A 'XAXB=A1XCoIl,XxB=A"1xXxCoB=A"1xC
Exemple : Résolvons le systéme [Zx +y=3
x—y=2"

X
(S) peut s’écrire sous la forme de 1’égalité matricielle suivante : ( 12 _11) X (y) = (;)

En posant A= (12 _11), det(A) =2x(-1)—1x1=-2—-1= -3+ 0.Donc lamatrice A est
inversible et

1T (-1 =1y s _1_(1/3 1/3)
A —3><(_1 2),ces‘[adlreA =13 —2;3

Donc :

x 1/3 1/3 3 §X3+§X2 5/3
(y)=<1/3 —2/3)X(2)= 1 2 =(—1/3>

-X3—-—=X2
3 3

5 -1
Le couple {5, ?}est I’unique solution de systéme (S)
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Exercice 1.

1. Calculer lorsque c’est possible :

G760 s (&5 DG D)
_3(1—28 13 )

2. Considérons les matrices A, B et C a coefficients réels :

=G =G LY ()

1 1 1
D=<3 2 1)
0 1-1

a. Calculer, s’ils ont un sens, les produits : AB ; BA; AC ; CA ; A?
b. Montrer que la matrice D est inversible puis calculer D!

Exercice 2.
Soient les systémes d’équations linéaires :
a=y =1 x+y+z =1
2x —3y=1
(I){sxx+7y:_3 (”){a+ﬁ+y =2 (IID{3x+2y+z=6

1. Définir les matrices A;, Az, Aset les vecteurs colonnes X, Xz, X3, By, Bo et Bs tels
que les systemes donnés soient respectivement équivalent aux égalités
matricielles : A1.X1=B;, A2.X;=B; et A3.X3=B3

2. Calculer les mineurs My,, My, et M3, pour la matrice A,.

3. Résoudre les systémes d’équations linéaires (1), (11) et (111)
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